Le livret de Mathématiques

Chapitre 1 : Suites numériques réelles

I. Rappel de la classe de Premiére.

1. Définition d’une suite arithmétique et d’une suite géométrique

e Une suite est arithmétique si elle
vérifie la relation de récurrence :
U1 = U, +7 ourestla
raison de la suite

e Le terme général d’une suite

arithmétique, c’est-a-dire

I'expression de U,, en fonction de
n, est donnée par la formule :
vU,=Uy+nr:
1¢" terme de la suite
vU,=U;+(n—-Dr :U,
est le 1¢" terme de la suite

Uy estle

e Une suite est géométrique si elle
vérifie la relation de récurrence :
U,+1 = qU, ou q estlaraison

de la suite

o Le terme général d’une suite

géométrique c’est-a-dire

I'expression de U,, en fonction de

n, est donnée par la formule :

vV U, = Uy xq" :Uyestle 1¢
terme de la suite

VU, =Uyxq":U estle1¢
terme de la suite

2. Comment démontrer qu’une suite est arithmétique

On calcule U, ;4

— U, et le résultat doit étre une constante,

c’est-a-dire indépendante de n. Le résultat obtenu correspond a la

raison de la suite.

a. La suite est une fonctionden: U,

U, =5n—-2

Uny1 —Up =

U1 — U, =5n+5-2-5n+2

Upt1 —Up =5

=f(n)

5(n+1)—2] [Sn— ]

Donc U,, est une suite arithmétique de raison r = 5 et de premier

terme Uy =5X0—-2=-2
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b. Cas d’une suite récurrente : U, .1 = f(U,)

Uppy =U, +2n+4;Uy =3; V, =U, +1—n?

Vit1 = Vo = | Unga +1—(n+1)?

Vit

U, +1—n2]
v

Vor1 = Vo =Up+2n+4+1—-n+1)>2?-U, —1+n?
Vor1 = Vo = U, +2n+4+1-n>-2n—-1-U, —1+n?

Vier =V = 4

Donc V,, est une suite arithmétique de raison r = 4 et de premier
termeVy = Uy +1—-02=3+1-0=14

3. Comment démontrer qu’une suite est géométrique

U , A S s g
On calcule Z—“ et le résultat doit étre une constante c’est-a-dire

n
indépendante de n. Le résultat obtenu est égale a la raison de la
suite.

a. La suite est une fonctionden: U, = f(n)

2n+1
U, = 3n
2(n+1)+1
Un+1 W 2n+2 3n 2n+2—(n+1) 2
Un = 2n+l = 3n+1 X on+1 = 3n+i-n = § =4
3n

. . . . 2 .
Donc Un est une suite geometrlque de raison q= ; et de premier terme
20+1

30 = 2

l]o =
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b. La suite est définie par une relation de récurrence : U,,.1 = f(U,,)

UTL+1 ZZUH_S;UO :_1 et IZH.:UTI,_S
Vies _Uner =5 _2Up =5 =5 20, =10 _2(U, —5) _

v, U, —5 U, —5 u, -5 U, -5

Donc V,, est une suite géométrique de raison q = 2 et de premier
termeVy =Uy, —5=—-1—-5=-6

c. Cas de 2 suites récurrentes : V,, = f(U,)

U, 2-U,

e On commence a calculer V,, . :

U, 23-U,)—-U, 6—3U,

2-Uy 273-0, 3= U, 3-U,
Vn+1: U = U = U - U
n+1 _‘n e n
3-U, 3-U, 3-U,
6 —3U 3—-U 6 —3U 3-U 6 —3U
Vn+1= nx n= nx n= n
3-U, U, 3-U, U, U,

. 1%
e Calculons maintenant ——

6 — 3U,

Var Uy _6-3Uy Uy

v, 2-U, U, 2-U,
Un

Vas1 _6—3U, 3(2—Un _
v, 2-U, 2-U,

Donc V,, est une suite géométrique de raison q = 3 et de premier

_2-U,

terme VO = U =2
Q
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Il. Raisonnement par récurrence

/ La démonstration par récurrence est une démonstration qui \
permet de démontrer une propriété notée en général P,, pour toutes

les valeursden € N ou N* = N\ {0}. Cette démonstration par

récurrence se fait en 3 étapes :

Etape 1 : On vérifie par calcul que la propriété P, est vraie pour la
premiére valeur de n (en généraln = 0 )

Etape 2 : On suppose que la propriété est vraie au rang k ,
c’est-a-dire que P, est vraie.

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1,
c’est-a-dire que Py 1 est vraie.

o |l est important d’écrire la propriété au rang k + 1, c’est-a-dire
P.+1 pour savoir ce que I'on doit démontrer.

o |l est également important que la démonstration de I'étape
3 se fasse OBLIGATOIREMENT en utilisant ’hypothése de I'étape

1. La propriété dépend de n

Montrons par récurrence la propriété suivante

nn+1)

Pour toutn P,:0+1+2+3+--+n= >

v’ Etape 1 : On vérifie par calcul | v' Etape 2 : On suppose que la

que la propriété est vraie pour propriété est vraie au rang k Pj, :
—0 - . = 20+1) k(k+1
n=0:%:0=— 0414243+ tk= XD
0=0 2

Donc P, estvraie

v’ Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :
(k+1D(k+2)

Pes1:0+1+2+3+ -+ (k+1) = >

0+1+2+3+-+k+(k+1)=0+1+2+3+--+k+(k+1)
P
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k(k+1)
O0+1+2+3+-+k+(k+1) == +(k+1)

k(k+1)+2(k+1
0+1+2+3++k+(k+1)= ( )2 ( )

k+1)(k+2
0+1+2+3+m+k+w+4)=( ¥ )

Donc : En ayant supposé que la propriété est vraie au rang k, alors elle
est aussi vraie au rang k + 1.
Conclusion : La propriété est vraie pour tout n

2. Cas d’une suite récurrente

On consideére la suite U, définie par U,,1 = 0,7U, +0,3 et U, =4

Montrons par récurrence la propriété suivante :

Pourtout n, ®P,: U,=3x0,7"+1

v’ Etape 2 : On suppose que la
propriété est vraie au rang k :

v Etape 1 : On vérifie par calcul
que la propriété est vraie pour
n=20:

Uy=3x%x07"+1=4 Py
On retrouve bien la valeur de

U,=3x07%+1

U, donnée dans I'énoncé.

v’ Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :
:})k-l'l : Uk+1 =3 X O,7k+1 +1

Uk+1 = 0,7 Uk + 0,3

Uesr = 0,7(3% 0,7 +1) 4+ 0,3

Ups1 =0,7%x3 xX0,7¥+0,7x1+0,3
Uesr1 =3%0,7 x0,7F+1

Ugsqs =3 % 0,781 41

On remplace l'expression
de Uy par I'hypothese
de I'étape 2 :
U,=3x07%+1

Donc : En ayant supposé que la propriété soit vraie au rang k, alors

elle est aussi vraie au rang k + 1.

Conclusion : La propriété est vraie pour tout n
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lll. Sens de Variation d’une suite

( N

v’ Une suite U,, est croissante si pour toutn, U, ., > U,

v’ Une suite U, est décroissante si pour toutn, U,,; < U,
v' Déterminer le sens de variation d’une suite revient & déterminer si

cette suite est croissante ou décroissante.

De facon général, pour étudier le sens de variation d’une suite,
on va déterminer le signe de U,,; — U,

1. La suite est une fonctionden : U,, = f(n)

a. Variations de la suite en étudiant le signeU,,.; — U, :

__3n+5
- n+2

n

_3(n+1)+5 3n+5

U _ — _
LT i+ D) +2 n+2

3n+8 3n+5
U"+1_U":n+3_n+2
U U _ (Bn+8)(n+2)-Bn+5)(n+3)
n+l no n+3)(n+2)

1

Un+1_Un_m 1>0 n+3>0;n+2>0

Upy1 =Un >0 & Upyr > Uy

Conclusion : U,, est une suite croissante.

10
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b. Variations de la suite en étudiant les variations de la fonction

correspondante
u 3n+5 3x+5
= = =
Ton42 f) x+2
3(x+2)—13x+5 1
i 2 3G D 16K +5) .
(x + 2)? (x + 2)?

La fonction f (x) est donc croissante.

Auvu desvaleursde  , = g etU, = g , On peut supposer que la

suite est croissante. Montrons-le par récurrence :

- Eltapel: U0:§< Ulzg

- Etape 2 : on suppose que U, < Ujyq
- Etape 3 :on montre que Upyq < Upyn

Par hypothése, on sait que U, < Uy, De plus, on sait également que la
fonction f (x) est croissante.

Up < Ugs1 = fUr) < f(Uk+1)
Up < Up+1 © U1 < Upsz

Conclusion : U,, est une suite croissante.

2. Cas d’une suite récurrente

Dans le cas d’une suite récurrente, le sens de variation de la suite va
dépendre de la valeur du premier terme. On va alors étudier le sens de
variation de la suite soit par récurrence, soit par inégalités successives
(mais toujours par récurrence).

11
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Exemple : U,,, =0,5U, — 10

1¢"cas: Uy, = =50 2émecas: U, =50
e U;=05U,—-10 e U;=05U,—-10

U, =0,5x%(—=50)—10 =35 U, =05x50-10=15
e U,=05U;-10 e U,=05U;-10

U, =05x(-35)—10=-375 U, =05x15—10 = —2,5

Pour la méme suite, on voit bien que selon la valeur du premier terme,
la suite peut étre croissante ou décroissante.

a. Cas d’une suite croissante

Un+1=0,5Un+5€t U0:1

On va calculer les termes U; et U, pour conjecturer (c’est-a-dire émettre
une hypothése) sur le sens de variation de la suite.

.U1=0,5U0+5=5,5 'U2=0,5U1+5=7,75

Auvu desvaleursde Uy, Uyet U,: Uy <U; < U,
On peut donc supposer que la suite est croissante.
On va alors le démontrer par récurrence.

v' Etape 1 : On vérifie par calcul que | v Etape 2 : On suppose que
U, < U,. Ce qui a déja la propriété est vraie au rang k :
été fait. Uk+1 > Uk

v’ Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang

Pour démontrer que Uy, < Uy41, on va étudier le signe de
Uki+2 — Ui, puis vérifier que le résultat est positif.

Uk+2 - Uk+1 = (0,5 Uk+1 + 5) - (0,5 Uk + 5)
12
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Ugs2 = Ugy1 =05Ux 1 +5—-05U, =5
Uz = Ugs1 = 0,5 U1 — 0,5 Uy
Uk+2 = U1 = 0,5 (Ug41 — Uy)
Or, d’apreés I’hypothése de récurrence (Etape 2) :
Uk+1 > U © Upy1 = Up >0

Donc: Ugyy — Ugiq = 0,5 (Ugyq — Uy) est le produit de 2 termes
positifs. On en déduit alors : Uy, —Uxy1 >0 © Ugyy > Ugyq

Conclusion : La suite définie par U,,; = 0,5U, +5et U, = 1est
une suite croissante.

b. Cas d’une suite décroissante

Upsy = 03U, —7 et Uy =10

On va calculer les termes U, et U, pour conjecturer c’est-a-dire émettre
une hypothése sur le sens de variation de la suite.

e U;=030p—7=-4 e U, =03U;—7=-82

Auvu des valeursde Uy, Uy et U,,ona Uy > U, > U,.

On peut donc supposer que la suite est décroissante. On va donc le
démontrer par inégalités successives.

v’ Etape 1 : On vérifie par calcul que | v Etape 2 : On suppose que la

U; < U,. Ce qui a déja été fait. propriété est vraie au rang k :
Uk+1 < Uy

v' Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :
Uk+2 < Ugs1

OI; Uk+2 :O,?) Uk+1—7et Uk+1 :0,3 Uk_7
Ups1 <Up & 03Up; —7 < 03U, —7

13
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U1 < Ux © Ugsz < Upss

Conclusion : La suite définie par U,,1 = 0,3U,, —7 et U, = 10 est une
suite décroissante.

IV. Suite majorée - suite minorée — suite bornée
e Ondit qu’une suite U,, est majorée si il existe un nombre M tel que
U, <M : M s’appelle le majorant de la suite

e Ondit qu’une suite U,, est minorée si il existe un nombre m tel que
U, > m :m s’appelle le minorant de la suite

e Ondit qu’une suite U,, est bornée si elle est a la fois majorée et
minorée c’est-a-dire qu’il existe un nombre M et un nombre m tel

\quem<Un<M /

1. La suite est une fonctionden : U,, = f(n)
U 6n?
"2nz+1
On veut démontrer que la suite U,, est majorée par 3 c’est-a-dire U,, < 3.

Montrer que U, < 3 revient a démontrer que U, —3 <0

6n? 6n? —3(2n%+1) -3
Uy —3==————3= = <0
2n? +1 2n2 +1 2n? +1

14



2. Suite récurrente

U, +4
Exemplel: U,,, = 5 ;U =2

On va montrer par récurrence que la suite U,, est majorée par 4.

Etape 1: Etape 2 :
On vérifie par calcul que U; < 4 : | On suppose que la propriété est
Uy =2<4 vraieaurang k : U, < 4

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :

Uk+1 < 4
U, +4 U,+4—-8 U, —4
Ugs1 —4 = > —4 = > = <0 carlU, <4

Conclusion : la suite U,, est majorée par 4.

Exemple?2: U,,, =.,U, +12 ;U; =5
On veut démontrer que la suite U,, est minorée par4 :U, > 4.

Etape 1 : On vérifie par calcul que | Etape 2 : On suppose que la
U, > 4. propriété est vraie au rang k :

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang

k+1: Uppy >4

Uk+1_4: Uk+12_4

(T 712 - 4) (/T 712 +4)

Upsy — 4 =
fort U +12+4

15
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On multiplie par la quantité conjuguée pour déterminer le signe de :

U1 —4:

’ U +12-16

fort Up +12+4

U 4 Uk =t earU. >4 o U —4>0
- = car [=+4 _

fort JUs +12+4 " ;

Conclusion : la suite U,, est minorée par 4.

V. Limite d’une suite

La limite d’une suite correspond a la valeur | dont tous les termes de
la suite se rapprochent. Par exemple, lirJrrl U,, = 5 signifie que plus n
n—+oo

grandit (n — +0), plus les termes de la suite se rapprochent de 5.
e Si lim U, =, onditque la suite U,, converge vers L.

n—+oo

e Si lim U, = +oo , ondit que la suite U,, diverge.

n—+oo

REGLE DE CALCUL :

e lim n*=+oaveck >0 e lim —=0 aveck >0
n—o+oco n—o+oon

e lim ik=0 aveck >0 e lim Vn =+
n—o+oon n—-+oo

e lim ¢"=0si0<g<1 e lim q"=+o0siqg>1
n—+oo n—+o

Il existe 4 FORMES INDETERMINEES : = ; g 10X 00 ; +00— 00

16



1. La suite est une fonctionden : U, = f(n)

a. Exemple simple

_3n+1
" 2n-5

Dans un premier temps, on calcule la limite du numérateur et la limite
du dénominateur, puis on effectue le quotient des 2 résultats.

e lim 3n+1=+4wx 400
n—+oo . . . _— .

. 11r£1 M —5 = 400 } Par quotient, on obtient : + 00 qui est
n——+oo

une forme indéterminée.

Il faut donc lever cette indétermination pour déterminer la limite de
la suite. Le principe est de mettre en facteur au numérateur et au
dénominateur la plus grande puissance de n qui apparait.

Ii U. = I 3n+1
n—l>Too no n—L>r-|r-loo 2n—75
im U = 1 3n+1
n—lT-Ir-loo n- n—lT-Ir-loo 2n — 5
n (3 + %)
lim U, = lim
n—+oo n—>+oon (2 _ E)
n
s+
lim U, = lim —=
n—o-+oo n—o-+oo 2 _ E

17
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1
llT_IT-l 3+;:3
n—+oo .
, 5 = | m Un =
lim 2——=2
n—+oo n

b. Suite définie par une puissance de n

U,=5—3x0,7"

lim 07" =0 car 0<0.7<1

n—+oo

Donc: lim 3 x0.7" =

n—+oo

On en déduit que | lim U, = lim 5—-3x0.7"=5

n—+oo n—+oo

[o9)

2. Lever la Forme Indéterminée —

8

U _7-3"
nooongq

e lim 7—3"=—-w car3>1

n—+oo

e lim 2"+1 =4 car2 >1

n—+oo

Par quotient, on obtient : ;—Z qui

estune forme indéterminée

Pour lever cette indétermination, le principe est de mettre en facteur au
numérateur et au dénominateur la puissance de n (c’est-a-dire 3™ pour
le numérateur et 2™ pour le dénominateur)

- 3n J_ 1
nl—i>Too ;‘ +3Z - nﬁrfoo%
2 (1+7)

1+2_n

18
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7
7-3_ 3 g1
n—l>r-|r-looz7l+]__n—l>r-|r-looz_"x1 1
tom
7-3" <3)" 3171—1
n—>r-r|-1002"+1_n—l>rlloo E Xl 1
tom
7 7
e |lim ——1=-1 a—
n—+oo 37 1 = 11r_|r_1 t 1 = -1
. n—+oco i
'nL‘Toon_n:l T+
On obtient alors :
. 3\" _
» Jim (5) = +oo |
7 = | lim U, = -
e lim ¥—=-1 note

n—+oo 1+2_n

3. Lever la Forme Indéterminée (0 X o

—7
Up = — % (30— 12)

lim — =0 ]

n—+o N = on obtient : 0 X +o0
lim 3n—12 = 4+

n—+oo

Pour lever cette indétermination, il suffit de développer 'expression de U,,.

—7 —21n 84 —21 84

Un=FX(3‘I’l—12)= 2 +P=T+ﬁ
—21

lirf TZO

n—+oo . _

84 = | lim Un =0

lim —2=0

n—+oon

19
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VI. Théoreme de convergence

v’ Toute suite croissante majorée converge.
v’ Toute suite décroissante minorée converge.

1. La suite est une fonctionde n : U,, = f(n)

_3n—5
T n+1

n

a. Montrons que la suite U,, est croissante

U U _3(n+1)—5 3n—5
T T i+ 1D +1 n+1

_Bn—-2)(n+1)-@Bn-5)(n+2)
B n+2)(n+1)

8
U, —U =
ntl " n+2)(n+1)

Un+1 - Un

Or:8>0;n+2>0etn+1>0carn € N
Donc:Upy1 — U, >0 & Uy > U,
Conclusion : U, est une suite croissante.

b. Montrons que la suite U,, est majorée par 3

U 3_3n—5
n T n+1
3n—5-3(n+1)
U, —3 =
n+1
U —3=—5 <
n Tn+1

Conclusion : U,, est majorée par 3
U, est croissante majorée. Donc U,, converge.

20
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2. Cas d’une suite récurrente

UTL+1 = O,75Un + 3 et UO = 4’0

a. Montrons que la suite U,, est décroissante par récurrence.

Etape 1 : On vérifie par calcul Etape 2 : On suppose que
que Uy < U,. la propriété est vraie au rang
U, =0,75U, +3 =33 k: Uiy < Uy

Ona bienU; < U,

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :
Uk+2 < U1

Uk+2 = 0,3 Uk+1 —7et Uk+1 = 0,3 Uk -7
Upsi <Up © 0,75Up,; < 0,75U,

Ugrr <U, & 0,75Uxs; +3 <0,75U;, +3

U1 < Ur © Upy2 < Upsr

Conclusion : La suite définie par U,,1 = 0,75 U,, + 3 et Uy = 40 est

une suite décroissante.

b. Montrons que la suite U,, est minorée par 12

Etape 1 : On vérifie que U, > 12. | Etape 2 : On suppose que la
Uy =40 > 12 propriété est vraie au rang k :

U, > 12

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :
Uee1 —12=0,75U; +3 — 12
Uk+1 - 12 == 0,75 Uk - 9

21
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U 12 =0,75 ( U i )
k+1 - k 0’75
Ues1 — 12 =0,75( U, — 12) > O car U, > 12

Conclusion : La suite définie par U,, est une suite minorée par 12.

U,, est décroissante minorée. Donc U,, converge

Vil. Théoréme de comparaison

v’ Soient 2 suites U, et V,, tel que U, > V,,.
Si lim V, = 400 alors lim U, = +oo.

n—+oo n—+oo

v’ Soient 2 suites U, et V;, tel que U, < V,.
Si lim U, = —oo alors lim U, = —oo.

n—+oo n—+oo

v Théoréme des gendarmes : Soient 3 suites U,,, V;, et W,
telque: V, < U, < W, telque lim V, =let lim W, =1.

n—+oo n—+oo
KNors lim U, =1 /
n—+oo

1. Cas d’une suite récurrente

Soit la suite Uy, définie par U, = 3U, —2n+1etUy =5
a. Montrez que U, > n + 1. Raisonnons par récurrence :

Etape 1 : On vérifie par calcul que | Etape 2 : On suppose que la
Uy>0+1: Uy=5>1 propriété est vraie au rang k :
U, >k+1

Etape 3 : On démontre que la propriété est aussi vraie au rang k + 1 :

22
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Dans ce cas, il faut raisonner par inégalités successives pour se ramener
a l'expressionde Up,q = 3U, — 2k +1:

Uy >k+1 & 3U,>3k+3

Uy >k+1 & 3U,—2k>k+3

Uy >k+1 © 3U,—-2k+1>k+4
U,.>k+1 © Uppq >k+2 cark+4>k+2

Conclusion : Pout toutk ,U, >n+ 1

b. Déterminons alors lim U,

n—+oo

On vient de démontrer que U,, > n + 1 pour tout n.

De plus, lim n+ 1= +4oo

n—+oo

Donc: lim U, = +o0

n—+oo

2. Théoréme des gendarmes

_ 4 —3sin (2n)

Soit la suite Uy, définie par U,
n

En utilisant le théoréme de gendarmes, démontrez que U,, converge.
—1<sin(2n) <1 & -3<-3sin(2n) <3

23
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—1<sin(2n) <1 & 1<4-3sin(2n) <7

4 — 3sin(2
sin( n)<

1 7
—1<sin(2n) <1 & —< <-
n n n

1 7
Or: lim —=0et lim —=0
n—+oon n—+on

D’apres le théoréme des gendarmes, lim U, =0

n—+oo

On en déduit alors que U, est une suite convergente vers 0.
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